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Wiasciwosci siodemkKi
Jesli w postepie arytmetycznym, ktdrego pierwszym wyrazem i roznicg jest liczba 15873 (czyli 15873, 31746,

47619 itd.), mnozy¢ bedziemy przez 7, otrzyma sie ciekawe iloczyny. Liczby 15873, 31746 itd. do 142857
mnozone przez 7 dajg zawsze liczbe sktadajgca sie z powtdrzonej 6 razy powtdrzonej tej samej cyfry:

15873 x 7 =111111 31746 x 7 = 222222 ... 79365 x 7 =555555 ... 142857 x 7 = 999999

Mozna ten zbieg tatwo wyjasnic: 31746 x 7 = (2 x 18873) x 7 =2 x (15873 x 7) = 2 x 111111

Ale trudniej jest wyttumaczyc jest to,

ze jesli miedzy 49 (kwadrat 7) bedzie sie wstawiac 48, czyli:
49, 4489, 444889, 44448888 ...
to bedg zawsze petne kwadraty:

49 =7*2 4489 =67*2 444889 = 667*2 44448889 = 6667*2  ...........



Jeszcze ciekawiej jest z kombinacjg 7x11x13 (czyli 143)

Jesli pomnozy sie liczbe 143 z jedng z dowolnych pierwszych 999 wielokrotnosci 7, to iloczyn bedzie
ztozony z dwdch identycznych liczb, np.:

28 x 143 = 4004 315 x 143 = 45045 1001 x 143 = 143143 2464 x 143 = 352352

3591 x 143 = 513513 5495 x 143 = 7857785 6993 x 143 = 999p99

Nalezy tez zauwazyc¢, ze podzielona wielokrotnos¢ przez 7 daje liczbe powtarzajgca sie w iloczynie:
28:7 =4 315:7 = 45 2464:7 =352 ......

To zjawisko trudne na pierwszy rzut oka wyjasnia sie w miare prosto. Wystarczy stwierdzic, ze 7 x 143 =
1001.

2464 x 143 = (352 x 7) x 143 = 352 x (7 x 143) = 352 x 1001 = 352 x 1000 + 352 = 352352

Podobne rezultaty otrzymuje sie mnozagc 77 przez 999 pierwszych wielokrotnosci 13 lub 91 przez te ilosc
wielokrotnosci 11.



Przejscie do dziewigtki zostanie poprzedzone piramidka
iloczynow
9x7=63
99 x 77 = 7623
999 x 777 = 776223
9999 x 7777 = 77762223

99999 x 77777 = 7777622223

| tak dalej.



Kazdg liczbe mozna roztozyc¢ do dziewigtki pomnozonej
pewng ilos¢ | sumy cyfr sktadajgcych liczbe.

Przyktady:

4=0x9+4

84 =8x9 + (8+4)

214 =23 x 9 + (2+1+4)

511 =56 x 9 +(5+1+1)

2033 =225 x 9 + (2+0+3+3)

Mozna tak postepowac z kazdg liczba:

696679 = (wielokrotnosé 9)+(6+9+6+6+7+9)



Gdy liczba zapisana jest jedng cyfrg i kilkoma zerami...

... mozna jg zapisa¢ sumg tej cyfry i pomnozonej liczbie napisang tyloma dziewigtkami, ile zer prowadzi cyfra:

10=9x1+1 300=99x3+3 2000=999x2 + 2
90000 =9999 x9 + 9 600000 =99999x 9 + 6
itd.

Gdy przy ciagu pierwszych 10 liczb naturalnych...

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10
... pomnozy sie te liczby przez 9, skad wychodzi: 9, 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81, 90

Ostatnie cyfry tych liczb stanowig odwrotny cigg pierwszych 10 liczb naturalnych. Tak samo bedzie z kazdym
ciggiem z 10 liczbami, gdzie pierwsza z nich konczy sie jedynka:

M1 x9=999 112x9=1008 113x9=1017 114 x9 =1026 itd.



Kilka tabliczek zwigzane z mnozeniem 9

1.

1x9=09
2x9=18
3x9=27
4x9=36

5x9=45

90=9x10

81=9x9

72=9x8

63=9x7

94 =9x6

2. Jakakolwiek liczba pomnozo
rowng 9 lub podzielng przez 9:

9x1=9 9x10=90
9x2=18, 1+8=9 9x11 =99
9x3=27,2+7=9 9x12=108
9 x4 =36, 3+6=9 9x13 =117
9x5=45,4+5=9 9x14 =126
3 4.

1x9+2=11

12x9+ 3 =111

123 x9 +4 =111
1234 x 9 + 5 = 11111
12345 x 9 + 6 = 111111
123456 x 9 + 7 = 1111111
1234567 x 9 + 8 = 11111111
12345678 x 9 + 9 = 111111111

na przez 9 daje sume cyfr

33 x9 =297
34 x 9 =306
35x9=315
36 x 9 =324
37 x9 =333

9x9+7=288
98 x9 + 6 =888
987 x 9 + 5 = 8888
9876 x 9 + 4 = 88888
98765 x 9 + 3 = 888888
987654 x 9 + 2 = 8888888
9876543 x 9 + 1 = 88888888
98765432 x 9 + 0 = 888888888

987654321 x 9 - 1 = 8888888888



By pomnozyc¢ cos przez jakis cigg 9 (np. 99, 999 itp.)...

Wystarczy zrobi¢ tylko jedno odejmowanie. Jesli przyjac, ze trzeba pomnozy¢ przez te liczbe 29486, trzeba
napisac te liczbe jako odjemng i jako odjemnik, ktéry zostanie przesuniety o tyle miejsc w prawo, ile jest
dziewiatek, np. o 3 miejsca w przypadku mnozenia przez 999:

29486 . . .
- 29486 | to jest poszukiwany iloczyn.

29456514
Podobnie mozna to zastosowac w przypadku dzielenia.

Potrzeba np. podzieli¢ 6725 przez 99. Najpierw podzieli sie przez 100: 6725 =67 x 100 + 25
A100=99 +1,wiec: 67 x100=67 x99 + 67
Mozna zauwazy¢, ze: 6725 =67 x 99 + (67 + 25)

Dzielgc te liczbe przez 99 otrzymuje sie w ilorazie 67 i reszte ztozong z 67 (liczba setek w dzielnej) i 25
(koncowka dzielnej po odrzuceniu setek). A skoro 67 + 25 = 92, to: 6725 : 99 = 67 r 92. Gdyby reszta
przekroczyta wartos¢ dzielnika, nalezy dotozy¢ do ilorazu tyle, ile razy dzielnik zmiescit sie w reszcie.



Bardzo pozyteczny sposob na sprawdzenie
poprawnosci dzielenia przez 9.

Reszta z podziatu jakiejkolwiek liczby przez 9 jest réwna reszcie dzielenia sumy cyfr tej liczby przez 9.
Przyktad (bez ilorazu, jedynie reszta):

1374 : 9 1+3+7+4=15 15:9=1 6r.
9
====== Z tego rowniez wynika, ze jesli od jakiejs liczby odejmie sie sume cyfr,
47 wychodzi liczba podzielna przez 9:
45 1374 -(1+3+7 +4)=1359
24
18 Liczba 1359 dzieli sie przez 9, poniewaz suma cyfr jest podzielna
====== przez 9.



Suma kilku liczb podzielona przez 9 daje takg sama
reszte, jak suma cyfr tych liczb, np.:

619 + 543 + 278 = 1440 6+1+9=16 To samo mozna zauwazy¢ przy odejmowaniu,
5+4+3=12 gdzie oblicza sie roznice sum cyfr.
1440 :9 2+7+8=17
9 =========== Ktopot moze zajs¢, gdy suma cyfr odjemnika
====== 45 jest wieksza od sumy cyfr odjemnej. Wtedy
54 45:9 nalezy tyle dziewigtek do momentu mozliwosci
54 45 odejmowania, np:
====== ===== 2012-1942=70 2+0+1+2=5
or. or. 70:9=7 r.7 1+9+4+2=16

ak odja¢ 16 od 5? Dodajgc tyle dziewiagtek, by dato
sie odjgc, czyli5 + 9+ 9 = 23
23-16=7



Reszte iloczynu dwoch liczb mozna znalez¢, mnozac
reszty dziewigtkowe obu czynnikow i dzielgc iloczyn

przez 9.
30 840:9 3+0=3

X 28 81 2+8=10
240 30
60 27 10x3 =30
840 3. 30:9

27
3.

Mnozenie reszt daje 30, ktore nastepnie jest dzielone: 30 : 9 = 3 r. 3. 30 daje reszte takg samg jakg ma
liczba 840.



Opierajgc sie na poprzedniej wtasnosci mozna w
ciekawy sposob dzieli€ przez 9.

Niech bedzie potrzeba podzieli¢ przez 9 liczbe 353069.
Trzeba obliczy¢ sume cyfr sktadajgcych te liczbe: 3+5+3+0+6 +9 =26

Po wykonaniu dzielenia 26 : 9 reszta wyniesie 8. Odejmujgc reszte 8 lub dodajgc tyle, ile wystarczy do
wyzerowania reszty (w tym wypadku 1) od dzielnej otrzyma sie dzielenia 353061 : 9 albo 353070 : 9, oba

dzielgce sie bez reszty.



Piramidka podnoszenia 9 i ciggow 9 do kwadratu

92 = 81
992 = 9801
9992 = 998001
99992 = 99980001
999992 = 9999800001

Whpisuje sie cyfry 8 i 1, a przed ésemka pisze sie tyle dziewiagtek, a przed jedynka tyle zer minus jedno, z
ilu dziewigtek sktada sie liczb podniesiona do kwadratu.

Jak napisac 9 wszystkimi cyframi, by uzyc¢ ich tylko raz”?
Z zerem: Bez zera:

97524 95823 95742 75249 58239 57429



Jak przy uzyciu tylko 3 dziewiagtek uzyska¢ ogromnag
liczbe?
Trzeba umiescic¢ dziewigtki tak:

9*9*9
(9 do potegi dziewigtej podniesionej do potegi dziewigtej)

Za$ 9*9 = 387 420 489, wigc 9*9*9 = 9387420489

Na szczescie juz nie trzeba sprawdzad, ile cyfr bedzie miec taka liczba, bo w ksigzce Initiations
mathematiques Laisant obliczyt, ze wyjdzie 369 692 128 cyfr.

Jesli by chcie€ jg zapisaé, a kazda liczba miataby 4 mm, zajetoby to nieco ponad 1478 km, czyli wiecej
niz ze Szczecina do Augustowa tam i z powrotem.



Co mozna robi¢ z 117

By otrzymac dowolng potege jedenastki, nie trzeba mnozy¢ po kolei 11 x 11 x 11...
Mozna to zrobi¢ tatwiej dzieki zbudowaniu piramidki:

M=11 1+1=2
112 =121 1+42+1=4=22
113 = 1331 1+3+3+1=8=23
114 = 14641 1+4+6+4+1=16=2%
Ostatnia jest zawsze jedynka, dziesigtki potegi rownajg sie dziesigtkom + jednosciom poprzedniej potegi,
setki rownajg sie setkom + dziesigtkom itd.
Réwniez ciekawe wyniki daje mnozenie réznych ciggow jedynki:

11 x 111 = 1221
111 x 11111 = 1233321
11111 x 111111 = 1234554321
lle jest roznicy w ilosci jedynek (np. przyktad pierwszy 3 jedynki - 2 jedynki), tyle razy jeszcze sie
powtérzy srodkowa cyfra.



Jeszcze ciekawiej jest z piramidg kwadratow liczb
ztozonych z samych jedynek.

12 =1
112 = 121
1112 = 12321
11112 = 1234321
111112 = 123454321
1111112 = 12345654321
11111112 = 1234567654321
111111112 = 123456787654 321
1111111112 = 12345678987654321



Kombinacje z liczbami z poprzedniej tabelki.

Jesli 12345678987654321 pomnozy sie przez:

1+2+3+4+5+6+7+8+9+8+7+6+5+4+3+2+1, czyliprzez 81 (9 x9), otrzyma sie

999999999 x 999999999 = 12345678987654321 x (1+2+3+4+5+6+7+8+9+8+7+6+5+4 +
3+24+1)

A kwadraty “jedynaczek” wykazujg jeszcze wiecej ciekawostek:
1+2+1=4=22
1+2+3+2+1=9=3?
1+2+3+4+3+2+1=16=4°
1+2+3+4+5+4+3+2+1=25=5?

1+2+3+4+5+6+5+4+3+2+1=36=062



Cos o 37

Kiedy ustali sie postep, gdzie pierwszy wyraz i roznica miedzy wyrazami wynosi 3:
3,6,9,12, 15,18, 21, 24, 27

| pomnozy sie przez 37, otrzyma sie:

111, 222, 333, 444, 555, 666... 999

Poza tym mozna zauwazy¢, ze suma cyfr wynosi tyle, ile poczatkowy wyraz.
1+1+1=3 2+2+2=6 3+3+3=9...

37 pomnozona przez sume swych cyfr bedzie rowny sumie szesciandw tychze cyfr:
37x(3+7)=370=27+343=33+73

A 37 powiekszone o iloczyn jej cyfr daje sume kwadratow tych cyfr:

37+3x7=58=32+72



Jednak chyba najwazniejszg wtasnoscig 37 1 41 jest
to...

... ze przy cyklicznym cyklicznym przestawianiu cyfr tych wielokrotnosci one nie tracg podzielnosci przez

37:
259=37x7 185=37 x5 296 =37 x8
592 =37 x16 518 =37 x 14 629 =37 x 17
925 =37x25 851 =37x23 962 = 37 x 26

Podobnie jest z 41, np.:

17589 =41 x 429
75891 =41 x 1851
58917 = 41 x 1437
89175 =41 x 2175
91758 = 41 x 2238



Co takiego ma 457

Liczba ta sktada sie z 4 liczb: 8, 12, 5i 20, czyli inaczej: 45 =8 + 12 + 5 + 20. Jesli na tych liczbach
wykona sie wszystkie podstawowe dziatania z dwdjkg, we wszystkich przypadkach otrzyma sie liczbe 10:

8+2=10
12-2=10
5x2=10
20:2=10

Ale nie tylko 45 sie tak rozktada. Kazda liczba postaci ¢ = a(b+1)?, gdzie a i b to dowolne liczby naturalne.
Na przyktad 400 moze zostac tak roztozone na 5 sposobdw:

27 +9 =36 60 +4 =64 72+3=75 0+19=19 99 +1 =100
45-9=36 68 -4 =64 78-3=75 38-19=19 101-1=100
4x9 =36 16 x4 =64 25x3=75 1x19=19 100 x 1 =100

324 :9 =36 256 :4 =64 225:3=75 361:19=19 100:1 =100



Odwracalne mnozenia

Nazywa sie nimi takie mnozenia, ktore czytane wspak dadzg iloczyny odwréconych czynnikow, np.:
2x41=82|28=14x2
21x32=672|276 =23 x 12
221 x 312 = 68952 || 25986 = 213 x 122

Jesli ktos chciatby sam poszukac liczb do odwracalnych mnozen musi wiedziec¢, by unikac cyfr, ktorych
iloczyn bedzie wiekszy niz 9.

Czesto odwracalne sg rowniez kwadraty liczb dwu- i trzycyfrowych, takich jak:
12x 12 =144 || 441 = 21 x 21
13x 13 =169 || 961 = 31 x 31
112 x 112 = 12544 || 44521 = 211 x 211

122 x 122 = 14884 || 48841 = 221 x 221



Najtatwiejsze liczby do mnozenia

Jest liczba konczaca sie na 2, ze jesli przeniesie sie te dwodjke na poczatek liczby, wychodzi liczba rowno
2 razy wieksza od poprzedniej. A to jest ta liczba:

105263157894736842
210526315789473684

Jak odnaleziono takg liczbe? Skoro ostatnia cyfra jest dwdjka, to przedostatnia musi by¢ 2 razy wieksza,
czyli 4, 2 razy wieksza od 4 to bedzie 8, po 8 bedzie 6 itd. az do 0, ktérego nie da sie podwoié. Mozna
takg liczbe zapisac wielokrotnie, a i tak wkasnos¢ mnozenia przez 2 zostanie zachowana:

105263157894736842105263157894736842

Tak samo mozna odnalezc liczbe, ktorg po przestawieniu 4 z konnca na poczatek liczby catos¢ stanie sie 4
razy wieksza i tez bedzie mozna pisac te liczbe ciggiem, np.:

102564

410256



t atwe liczby do dzielenia

Aby podzieli¢ liczbe 8712 przez 4, wystarczy jg napisaC wspak:

Tak samo mozna jg i powtorzy¢ wielokrotnie, i wpisa¢ miedzy 7 a 1 dziewigtki, a nawet miedzy 2 a 8
wpisywac zera, byle tylko zachowac symetrycznosc¢ liczby:

87991208712000087120879912
21997802178000021780219978

Podobnie dzieje sie z liczbg 9801, ktéra samym odwrdceniem kolejnosci cyfr daje sie podzieli¢ przez 9:

9801 :9=1089



A skoro o0 1089 mowa...

Po wzieciu jakiejkolwiek liczby trzycyfrowej (liczba setek wieksza niz liczba jednosci) i odjeciu liczby

odwroconej:
674 473
-476 -374
198 099 (jesli wyjdzie brak setek, wpisuje sie zero)

| po dodaniu do tej liczby odwrécony odpowiednik, zawsze wyjdzie 1089:



Po pomnozeniu 1089 przez 2 i 8:

1089 1089
X 2 X 8
2178 8712

... wychodzg liczby do siebie odwrotne. Tak samo bedzie za kazdym razem, gdy wezmie sie do pary
cyfry oddalone o tyle samo od piatki, np. 416, 119 itp.

A jesli pomnozy sie 1089 przez 5, liczba jest odwrocona sama w sobie:

Identyczna zasada bedzie obowigzywacé, gdy miedzy 0 a 8 wpisze sie iles 9, a miedzy 1 a 9 iles zer.



Liczba kolista

Inaczej zwana 142857, jest to jedna z najbardziej tajemniczych liczb. Liczbe te otrzymuje sie przy
zamianie utamka 1/7 na utamek dziesietny. W wyniku dzielenia 1:7 wychodzi liczba 0,142857 + reszta 1 -
taka sama, jak na poczatku, czyli bez korca bedg sie powtarzad.

Jesli 142857 bedzie sie mnozyc¢ przez 2, 3, 4, 5 6, to otrzyma sie taki sam zestaw cyfr, tylko w innym
porzadku:

142857 x 1 = 142857
X 2 =285714
x 3 = 428571
x4 =571428
x5 =714285

X 6 = 857142



A kiedy pomnozy sie liczbe kolistg przez 8...

... wychodzi ciekawa liczba 114286. Ot6z jesli usunie sie wszystko powyzej miliona wtgcznie (czyli przy
114286 usunie sie pierwszg jedynke) i doda sie te liczbe do okrojonej catosci, wychodzi liczba kolista. A jesli

pomnozy sie liczbe przez jeszcze wieksze liczby naturalne i zastosuje sie te zasade, to bedg wychodzi¢ liczby
koliste pomnozone o jakas liczbe naturalng od 2 do 6:

8 x 142857 =1 142 856 (142857)
O x 142857 =1 285 713 (285714)

10 x 142857 =1 428 570 (428571)

89 x 142857 =12 714 273 (714285)



ZAKONCZENIE

Te wszystkie ciekawostki pokazane na tej prezentacji to bardzo mato w catym swiecie matematyki. Jest
wiele innych wiasciwosci wielu innych liczb, na ktore nie starczytoby miejsca. Z samej ksigzki uzyto nie
wiecej niz #; catego dziatu.

Bibliografia:

- “Lilavati” Szczepana Jelenskiego: rozdziat 2 “Ciekawe wiasciwosci liczb i dziatan matematycznych”



Wiasciwosci siodemkKi
Jesli w postepie arytmetycznym, ktdrego pierwszym wyrazem i roznicg jest liczba 15873 (czyli 15873, 31746,

47619 itd.), mnozy¢ bedziemy przez 7, otrzyma sie ciekawe iloczyny. Liczby 15873, 31746 itd. do 142857
mnozone przez 7 dajg zawsze liczbe sktadajgca sie z powtdrzonej 6 razy powtdrzonej tej samej cyfry:

15873 x 7 =111111 31746 x 7 = 222222 ... 79365 x 7 =555555 ... 142857 x 7 = 999999

Mozna ten zbieg tatwo wyjasnic: 31746 x 7 = (2 x 18873) x 7 =2 x (15873 x 7) = 2 x 111111

Ale trudniej jest wyttumaczyc jest to,

ze jesli miedzy 49 (kwadrat 7) bedzie sie wstawiac 48, czyli:
49, 4489, 444889, 44448888 ...
to bedg zawsze petne kwadraty:

49 =7*2 4489 =67*2 444889 = 667*2 44448889 = 6667*2  ...........



Jeszcze ciekawiej jest z kombinacjg 7x11x13 (czyli 143)

Jesli pomnozy sie liczbe 143 z jedng z dowolnych pierwszych 999 wielokrotnosci 7, to iloczyn bedzie
ztozony z dwdch identycznych liczb, np.:

28 x 143 = 4004 315 x 143 = 45045 1001 x 143 = 143143 2464 x 143 = 352352

3591 x 143 = 513513 5495 x 143 = 7857785 6993 x 143 = 999p99

Nalezy tez zauwazyc¢, ze podzielona wielokrotnos¢ przez 7 daje liczbe powtarzajgca sie w iloczynie:
28:7 =4 315:7 = 45 2464:7 =352 ......

To zjawisko trudne na pierwszy rzut oka wyjasnia sie w miare prosto. Wystarczy stwierdzic, ze 7 x 143 =
1001.

2464 x 143 = (352 x 7) x 143 = 352 x (7 x 143) = 352 x 1001 = 352 x 1000 + 352 = 352352

Podobne rezultaty otrzymuje sie mnozagc 77 przez 999 pierwszych wielokrotnosci 13 lub 91 przez te ilosc
wielokrotnosci 11.



Przejscie do dziewigtki zostanie poprzedzone piramidka
iloczynow
9x7=63
99 x 77 = 7623
999 x 777 = 776223
9999 x 7777 = 77762223

99999 x 77777 = 7777622223

| tak dalej.



Kazdg liczbe mozna roztozyc¢ do dziewigtki pomnozonej
pewng ilos¢ | sumy cyfr sktadajgcych liczbe.

Przyktady:

4=0x9+4

84 =8x9 + (8+4)

214 =23 x 9 + (2+1+4)

511 =56 x 9 +(5+1+1)

2033 =225 x 9 + (2+0+3+3)

Mozna tak postepowac z kazdg liczba:

696679 = (wielokrotnosé 9)+(6+9+6+6+7+9)



Gdy liczba zapisana jest jedng cyfrg i kilkoma zerami...

... mozna jg zapisa¢ sumg tej cyfry i pomnozonej liczbie napisang tyloma dziewigtkami, ile zer prowadzi cyfra:

10=9x1+1 300=99x3+3 2000=999x2 + 2
90000 =9999 x9 + 9 600000 =99999x 9 + 6
itd.

Gdy przy ciagu pierwszych 10 liczb naturalnych...

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10
... pomnozy sie te liczby przez 9, skad wychodzi: 9, 18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81, 90

Ostatnie cyfry tych liczb stanowig odwrotny cigg pierwszych 10 liczb naturalnych. Tak samo bedzie z kazdym
ciggiem z 10 liczbami, gdzie pierwsza z nich konczy sie jedynka:

M1 x9=999 112x9=1008 113x9=1017 114 x9 =1026 itd.



Kilka tabliczek zwigzane z mnozeniem 9

1.

1x9=09
2x9=18
3x9=27
4x9=36

5x9=45

90=9x10

81=9x9

72=9x8

63=9x7

94 =9x6

2. Jakakolwiek liczba pomnozo
rowng 9 lub podzielng przez 9:

9x1=9 9x10=90
9x2=18, 1+8=9 9x11 =99
9x3=27,2+7=9 9x12=108
9 x4 =36, 3+6=9 9x13 =117
9x5=45,4+5=9 9x14 =126
3 4.

1x9+2=11

12x9+ 3 =111

123 x9 +4 =111
1234 x 9 + 5 = 11111
12345 x 9 + 6 = 111111
123456 x 9 + 7 = 1111111
1234567 x 9 + 8 = 11111111
12345678 x 9 + 9 = 111111111

na przez 9 daje sume cyfr

33 x9 =297
34 x 9 =306
35x9=315
36 x 9 =324
37 x9 =333

9x9+7=288
98 x9 + 6 =888
987 x 9 + 5 = 8888
9876 x 9 + 4 = 88888
98765 x 9 + 3 = 888888
987654 x 9 + 2 = 8888888
9876543 x 9 + 1 = 88888888
98765432 x 9 + 0 = 888888888

987654321 x 9 - 1 = 8888888888



By pomnozyc¢ cos przez jakis cigg 9 (np. 99, 999 itp.)...

Wystarczy zrobi¢ tylko jedno odejmowanie. Jesli przyjac, ze trzeba pomnozy¢ przez te liczbe 29486, trzeba
napisac te liczbe jako odjemng i jako odjemnik, ktéry zostanie przesuniety o tyle miejsc w prawo, ile jest
dziewiatek, np. o 3 miejsca w przypadku mnozenia przez 999:

29486 . . .
- 29486 | to jest poszukiwany iloczyn.

29456514
Podobnie mozna to zastosowac w przypadku dzielenia.

Potrzeba np. podzieli¢ 6725 przez 99. Najpierw podzieli sie przez 100: 6725 =67 x 100 + 25
A100=99 +1,wiec: 67 x100=67 x99 + 67
Mozna zauwazy¢, ze: 6725 =67 x 99 + (67 + 25)

Dzielgc te liczbe przez 99 otrzymuje sie w ilorazie 67 i reszte ztozong z 67 (liczba setek w dzielnej) i 25
(koncowka dzielnej po odrzuceniu setek). A skoro 67 + 25 = 92, to: 6725 : 99 = 67 r 92. Gdyby reszta
przekroczyta wartos¢ dzielnika, nalezy dotozy¢ do ilorazu tyle, ile razy dzielnik zmiescit sie w reszcie.



Bardzo pozyteczny sposob na sprawdzenie
poprawnosci dzielenia przez 9.

Reszta z podziatu jakiejkolwiek liczby przez 9 jest réwna reszcie dzielenia sumy cyfr tej liczby przez 9.
Przyktad (bez ilorazu, jedynie reszta):

1374 : 9 1+3+7+4=15 15:9=1 6r.
9
====== Z tego rowniez wynika, ze jesli od jakiejs liczby odejmie sie sume cyfr,
47 wychodzi liczba podzielna przez 9:
45 1374 -(1+3+7 +4)=1359
24
18 Liczba 1359 dzieli sie przez 9, poniewaz suma cyfr jest podzielna
====== przez 9.



Suma kilku liczb podzielona przez 9 daje takg sama
reszte, jak suma cyfr tych liczb, np.:

619 + 543 + 278 = 1440 6+1+9=16 To samo mozna zauwazy¢ przy odejmowaniu,
5+4+3=12 gdzie oblicza sie roznice sum cyfr.
1440 :9 2+7+8=17
9 =========== Ktopot moze zajs¢, gdy suma cyfr odjemnika
====== 45 jest wieksza od sumy cyfr odjemnej. Wtedy
54 45:9 nalezy tyle dziewigtek do momentu mozliwosci
54 45 odejmowania, np:
====== ===== 2012-1942=70 2+0+1+2=5
or. or. 70:9=7 r.7 1+9+4+2=16

ak odja¢ 16 od 5? Dodajgc tyle dziewiagtek, by dato
sie odjgc, czyli5 + 9+ 9 = 23
23-16=7



Reszte iloczynu dwoch liczb mozna znalez¢, mnozac
reszty dziewigtkowe obu czynnikow i dzielgc iloczyn

przez 9.
30 840:9 3+0=3

X 28 81 2+8=10
240 30
60 27 10x3 =30
840 3. 30:9

27
3.

Mnozenie reszt daje 30, ktore nastepnie jest dzielone: 30 : 9 = 3 r. 3. 30 daje reszte takg samg jakg ma
liczba 840.



Opierajgc sie na poprzedniej wtasnosci mozna w
ciekawy sposob dzieli€ przez 9.

Niech bedzie potrzeba podzieli¢ przez 9 liczbe 353069.
Trzeba obliczy¢ sume cyfr sktadajgcych te liczbe: 3+5+3+0+6 +9 =26

Po wykonaniu dzielenia 26 : 9 reszta wyniesie 8. Odejmujgc reszte 8 lub dodajgc tyle, ile wystarczy do
wyzerowania reszty (w tym wypadku 1) od dzielnej otrzyma sie dzielenia 353061 : 9 albo 353070 : 9, oba

dzielgce sie bez reszty.



Piramidka podnoszenia 9 i ciggow 9 do kwadratu

92 = 81
992 = 9801
9992 = 998001
99992 = 99980001
999992 = 9999800001

Whpisuje sie cyfry 8 i 1, a przed ésemka pisze sie tyle dziewiagtek, a przed jedynka tyle zer minus jedno, z
ilu dziewigtek sktada sie liczb podniesiona do kwadratu.

Jak napisac 9 wszystkimi cyframi, by uzyc¢ ich tylko raz”?
Z zerem: Bez zera:

97524 95823 95742 75249 58239 57429



Jak przy uzyciu tylko 3 dziewiagtek uzyska¢ ogromnag
liczbe?
Trzeba umiescic¢ dziewigtki tak:

9*9*9
(9 do potegi dziewigtej podniesionej do potegi dziewigtej)

Za$ 9*9 = 387 420 489, wigc 9*9*9 = 9387420489

Na szczescie juz nie trzeba sprawdzad, ile cyfr bedzie miec taka liczba, bo w ksigzce Initiations
mathematiques Laisant obliczyt, ze wyjdzie 369 692 128 cyfr.

Jesli by chcie€ jg zapisaé, a kazda liczba miataby 4 mm, zajetoby to nieco ponad 1478 km, czyli wiecej
niz ze Szczecina do Augustowa tam i z powrotem.



Co mozna robi¢ z 117

By otrzymac dowolng potege jedenastki, nie trzeba mnozy¢ po kolei 11 x 11 x 11...
Mozna to zrobi¢ tatwiej dzieki zbudowaniu piramidki:

M=11 1+1=2
112 =121 1+42+1=4=22
113 = 1331 1+3+3+1=8=23
114 = 14641 1+4+6+4+1=16=2%
Ostatnia jest zawsze jedynka, dziesigtki potegi rownajg sie dziesigtkom + jednosciom poprzedniej potegi,
setki rownajg sie setkom + dziesigtkom itd.
Réwniez ciekawe wyniki daje mnozenie réznych ciggow jedynki:

11 x 111 = 1221
111 x 11111 = 1233321
11111 x 111111 = 1234554321
lle jest roznicy w ilosci jedynek (np. przyktad pierwszy 3 jedynki - 2 jedynki), tyle razy jeszcze sie
powtérzy srodkowa cyfra.



Jeszcze ciekawiej jest z piramidg kwadratow liczb
ztozonych z samych jedynek.

12 =1
112 = 121
1112 = 12321
11112 = 1234321
111112 = 123454321
1111112 = 12345654321
11111112 = 1234567654321
111111112 = 123456787654 321
1111111112 = 12345678987654321



Kombinacje z liczbami z poprzedniej tabelki.

Jesli 12345678987654321 pomnozy sie przez:

1+2+3+4+5+6+7+8+9+8+7+6+5+4+3+2+1, czyliprzez 81 (9 x9), otrzyma sie

999999999 x 999999999 = 12345678987654321 x (1+2+3+4+5+6+7+8+9+8+7+6+5+4 +
3+24+1)

A kwadraty “jedynaczek” wykazujg jeszcze wiecej ciekawostek:
1+2+1=4=22
1+2+3+2+1=9=3?
1+2+3+4+3+2+1=16=4°
1+2+3+4+5+4+3+2+1=25=5?

1+2+3+4+5+6+5+4+3+2+1=36=062



Cos o 37

Kiedy ustali sie postep, gdzie pierwszy wyraz i roznica miedzy wyrazami wynosi 3:
3,6,9,12, 15,18, 21, 24, 27

| pomnozy sie przez 37, otrzyma sie:

111, 222, 333, 444, 555, 666... 999

Poza tym mozna zauwazy¢, ze suma cyfr wynosi tyle, ile poczatkowy wyraz.
1+1+1=3 2+2+2=6 3+3+3=9...

37 pomnozona przez sume swych cyfr bedzie rowny sumie szesciandw tychze cyfr:
37x(3+7)=370=27+343=33+73

A 37 powiekszone o iloczyn jej cyfr daje sume kwadratow tych cyfr:

37+3x7=58=32+72



Jednak chyba najwazniejszg wtasnoscig 37 1 41 jest
to...

... ze przy cyklicznym cyklicznym przestawianiu cyfr tych wielokrotnosci one nie tracg podzielnosci przez

37:
259=37x7 185=37 x5 296 =37 x8
592 =37 x16 518 =37 x 14 629 =37 x 17
925 =37x25 851 =37x23 962 = 37 x 26

Podobnie jest z 41, np.:

17589 =41 x 429
75891 =41 x 1851
58917 = 41 x 1437
89175 =41 x 2175
91758 = 41 x 2238



Co takiego ma 457

Liczba ta sktada sie z 4 liczb: 8, 12, 5i 20, czyli inaczej: 45 =8 + 12 + 5 + 20. Jesli na tych liczbach
wykona sie wszystkie podstawowe dziatania z dwdjkg, we wszystkich przypadkach otrzyma sie liczbe 10:

8+2=10
12-2=10
5x2=10
20:2=10

Ale nie tylko 45 sie tak rozktada. Kazda liczba postaci ¢ = a(b+1)?, gdzie a i b to dowolne liczby naturalne.
Na przyktad 400 moze zostac tak roztozone na 5 sposobdw:

27 +9 =36 60 +4 =64 72+3=75 0+19=19 99 +1 =100
45-9=36 68 -4 =64 78-3=75 38-19=19 101-1=100
4x9 =36 16 x4 =64 25x3=75 1x19=19 100 x 1 =100

324 :9 =36 256 :4 =64 225:3=75 361:19=19 100:1 =100



Odwracalne mnozenia

Nazywa sie nimi takie mnozenia, ktore czytane wspak dadzg iloczyny odwréconych czynnikow, np.:
2x41=82|28=14x2
21x32=672|276 =23 x 12
221 x 312 = 68952 || 25986 = 213 x 122

Jesli ktos chciatby sam poszukac liczb do odwracalnych mnozen musi wiedziec¢, by unikac cyfr, ktorych
iloczyn bedzie wiekszy niz 9.

Czesto odwracalne sg rowniez kwadraty liczb dwu- i trzycyfrowych, takich jak:
12x 12 =144 || 441 = 21 x 21
13x 13 =169 || 961 = 31 x 31
112 x 112 = 12544 || 44521 = 211 x 211

122 x 122 = 14884 || 48841 = 221 x 221



Najtatwiejsze liczby do mnozenia

Jest liczba konczaca sie na 2, ze jesli przeniesie sie te dwodjke na poczatek liczby, wychodzi liczba rowno
2 razy wieksza od poprzedniej. A to jest ta liczba:

105263157894736842
210526315789473684

Jak odnaleziono takg liczbe? Skoro ostatnia cyfra jest dwdjka, to przedostatnia musi by¢ 2 razy wieksza,
czyli 4, 2 razy wieksza od 4 to bedzie 8, po 8 bedzie 6 itd. az do 0, ktérego nie da sie podwoié. Mozna
takg liczbe zapisac wielokrotnie, a i tak wkasnos¢ mnozenia przez 2 zostanie zachowana:

105263157894736842105263157894736842

Tak samo mozna odnalezc liczbe, ktorg po przestawieniu 4 z konnca na poczatek liczby catos¢ stanie sie 4
razy wieksza i tez bedzie mozna pisac te liczbe ciggiem, np.:

102564

410256



t atwe liczby do dzielenia

Aby podzieli¢ liczbe 8712 przez 4, wystarczy jg napisaC wspak:

Tak samo mozna jg i powtorzy¢ wielokrotnie, i wpisa¢ miedzy 7 a 1 dziewigtki, a nawet miedzy 2 a 8
wpisywac zera, byle tylko zachowac symetrycznosc¢ liczby:

87991208712000087120879912
21997802178000021780219978

Podobnie dzieje sie z liczbg 9801, ktéra samym odwrdceniem kolejnosci cyfr daje sie podzieli¢ przez 9:

9801 :9=1089



A skoro o0 1089 mowa...

Po wzieciu jakiejkolwiek liczby trzycyfrowej (liczba setek wieksza niz liczba jednosci) i odjeciu liczby

odwroconej:
674 473
-476 -374
198 099 (jesli wyjdzie brak setek, wpisuje sie zero)

| po dodaniu do tej liczby odwrécony odpowiednik, zawsze wyjdzie 1089:



Po pomnozeniu 1089 przez 2 i 8:

1089 1089
X 2 X 8
2178 8712

... wychodzg liczby do siebie odwrotne. Tak samo bedzie za kazdym razem, gdy wezmie sie do pary
cyfry oddalone o tyle samo od piatki, np. 416, 119 itp.

A jesli pomnozy sie 1089 przez 5, liczba jest odwrocona sama w sobie:

Identyczna zasada bedzie obowigzywacé, gdy miedzy 0 a 8 wpisze sie iles 9, a miedzy 1 a 9 iles zer.



Liczba kolista

Inaczej zwana 142857, jest to jedna z najbardziej tajemniczych liczb. Liczbe te otrzymuje sie przy
zamianie utamka 1/7 na utamek dziesietny. W wyniku dzielenia 1:7 wychodzi liczba 0,142857 + reszta 1 -
taka sama, jak na poczatku, czyli bez korca bedg sie powtarzad.

Jesli 142857 bedzie sie mnozyc¢ przez 2, 3, 4, 5 6, to otrzyma sie taki sam zestaw cyfr, tylko w innym
porzadku:

142857 x 1 = 142857
X 2 =285714
x 3 = 428571
x4 =571428
x5 =714285

X 6 = 857142



A kiedy pomnozy sie liczbe kolistg przez 8...

... wychodzi ciekawa liczba 114286. Ot6z jesli usunie sie wszystko powyzej miliona wtgcznie (czyli przy
114286 usunie sie pierwszg jedynke) i doda sie te liczbe do okrojonej catosci, wychodzi liczba kolista. A jesli

pomnozy sie liczbe przez jeszcze wieksze liczby naturalne i zastosuje sie te zasade, to bedg wychodzi¢ liczby
koliste pomnozone o jakas liczbe naturalng od 2 do 6:

8 x 142857 =1 142 856 (142857)
O x 142857 =1 285 713 (285714)

10 x 142857 =1 428 570 (428571)

89 x 142857 =12 714 273 (714285)



ZAKONCZENIE

Te wszystkie ciekawostki pokazane na tej prezentacji to bardzo mato w catym swiecie matematyki. Jest
wiele innych wiasciwosci wielu innych liczb, na ktore nie starczytoby miejsca. Z samej ksigzki uzyto nie
wiecej niz #; catego dziatu.

Bibliografia:

- “Lilavati” Szczepana Jelenskiego: rozdziat 2 “Ciekawe wiasciwosci liczb i dziatan matematycznych”



